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1 Introduction
L’objectif de ce texte est de caracte´riser les espaces projectifs et les quadriques par des
proprie´te´s de positivite´ de leur fibre´ tangent. De nombreux re´sultats existent de´ja` en ce
sens, et le lecteur pourra trouver dans [ADK08] une pre´sentation des principaux d’entre
eux. Dans cet article, Araujo, Druel et Kova´cs de´montrent la caracte´risation suivante,
issue d’une conjecture de Beauville ([Be00]).
The´ore`me. [ADK08, Theorem 1.1, Theorem 6.3] Soient X une varie´te´ projective lisse
complexe de dimension n ≥ 1, et L un fibre´ en droites ample sur X. Soit p ≥ 1 un entier.
On suppose que l’une des deux hypothe`ses suivantes est satisfaite :
1. H0(X,∧pTX ⊗ L
−p) 6= 0
2. H0(X, T⊗pX ⊗ L
−p) 6= 0 et ρ(X) = 1
Alors ou bien (X,L) ∼= (P1,OP1(2)), ou bien (X,L) ∼= (P
n,OPn(1)), ou bien (X,L) ∼=
(Qn,OQn(1)), ou` Qn ⊂ P
n+1 est une quadrique lisse de dimension n.
On se propose ici de ge´ne´raliser ce re´sultat en affaiblissant ses hypothe`ses de la fac¸on
suivante.
The´ore`me 1.1. Soient X une varie´te´ projective lisse complexe de dimension n ≥ 1, et L
un fibre´ en droites ample sur X. Soit p ≥ 1 un entier. On suppose que
H0(X, T⊗pX ⊗ L
−p) 6= 0
Alors la conclusion du the´ore`me ci-dessus est encore vraie.
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Pour de´montrer ce the´ore`me, on commence par remarquer que X est unire´gle´e d’apre`s
le the´ore`me de Miyaoka ([Mi87, Corollary 8.6]). On choisit alors sur X une famille cou-
vrante minimale de courbes rationnelles H , dont on montre dans un premier temps qu’elle
est comple`te. On proce`de ensuite a` l’e´tude du quotient H-rationnellement connexe (ou
quotient H-rc) π0 : X0 → Y0 de X (on renvoie encore une fois le lecteur a` [ADK08] pour
les de´finitions et les proprie´te´s de ces objets). Cette e´tude permet de se ramener a` deux cas
particuliers : le cas d’un fibre´ projectif sur une courbe, et le cas d’un fibre´ en quadriques
sur une courbe. Ces deux cas font l’objet de the´ore`mes d’annulation (the´ore`mes 3.1 et 3.2)
qui donnent la conclusion.
On montrera e´galement par les meˆmes me´thodes la caracte´risation des espaces projec-
tifs suivante, qui constitue un outil important dans la de´monstration du the´ore`me 1.1.
The´ore`me 1.2. Soient X une varie´te´ projective lisse complexe de dimension n ≥ 1, et L
un fibre´ en droites ample sur X. Soient p ≥ 1 et k > p deux entiers. On suppose que
H0(X, T⊗pX ⊗ L
−k) 6= 0
Alors X ∼= Pn, et L ∼= OPn(1).
Organisation du texte. La section 2 rassemble quelques re´sultats pre´liminaires, puis
on montre dans la section 3 deux the´ore`mes d’annulation sur les fibre´s projectifs et fibre´s
en quadriques. La section 4 est consacre´e a` la preuve des deux re´sultats principaux 1.1 et
1.2.
Conventions et notations. Toutes les varie´te´s conside´re´es ici seront de´finies sur le corps
des nombres complexes. Si X est une varie´te´ et si x ∈ X on notera k(x) = OX,x/mX,x
le corps re´siduel. Si E est un fibre´ vectoriel sur X , P(E) de´signera le fibre´ projectif des
hyperplans dans les fibres de E, autrement dit P(E) = Proj(Sym(E)).
2 Re´sultats pre´liminaires
Le premier lemme de cette section de´crit les puissances tensorielles d’un fibre´ vectoriel
apparaissant au milieu d’une suite exacte courte.
Lemme 2.1. Soit X une varie´te´, et K,F,G des fibre´s vectoriels sur X. On suppose qu’on
a une suite exacte
0→ K → F
π
→ G→ 0.
Alors il existe pour tout entier p ≥ 1 une filtration de F⊗p par des sous-fibre´s vectoriels
F⊗p = F 0p ⊃ F
1
p ⊃ · · · ⊃ F
m
p ⊃ F
m+1
p = 0
ayant la proprie´te´ suivante :
∀l ∈ {0, . . . , m} , ∃i ∈ {0, . . . , p} , F lp/F
l+1
p
∼= K⊗i ⊗G⊗p−i.
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De´monstration. On proce`de par re´currence sur p. Si p = 1 on obtient la filtration voulue
en posant F 01 := F , F
1
1 := K, et F
2
1 := 0.
Si p ≥ 2 on suppose qu’il existe une filtration F⊗p−1 par des sous-fibre´s vectoriels
F⊗p−1 = F 0p−1 ⊃ F
1
p−1 ⊃ · · · ⊃ F
m
p−1 ⊃ F
m+1
p−1 = 0
ayant la proprie´te´ demande´e. On a une suite exacte de fibre´s vectoriels
0→ K ⊗ F⊗p−1 → F⊗p
ϕ
→ G⊗ F⊗p−1 → 0.
On pose pour tout l ∈ {0, . . .m+ 1},
F lp := ϕ
−1(G⊗ F lp−1),
et pour tout l ∈ {m+ 1, . . . 2m+ 2},
F lp := K ⊗ F
l−m−1
p−1
On notera que pour l = m+ 1 les deux de´finitions concident, on a Fm+1p = K ⊗ F
⊗p−1.
On a alors si l ∈ {0, . . .m}
F lp/F
l+1
p
∼= ϕ−1(G⊗ F lp−1)/ϕ
−1(G⊗ F l+1p−1)
∼= G⊗ (F lp−1/F
l+1
p−1)
∼= G⊗K⊗i ⊗G⊗p−i−1,
pour un entier i ∈ {0, . . . , p− 1}. De meˆme si l ∈ {m+ 1, . . . 2m+ 1} on a
F lp/F
l+1
p
∼= (K ⊗ F l−m−1p−1 )/(K ⊗ F
l−m
p−1 )
∼= K ⊗ (F l−m−1p−1 /F
l−m
p−1 )
∼= K ⊗K⊗j ⊗G⊗p−j−1,
pour un entier j ∈ {0, . . . , p− 1}. On a donc une filtration
F⊗p = F 0p ⊃ F
1
p ⊃ · · · ⊃ F
2m+1
p ⊃ F
2m+2
p = 0
avec des quotients de la forme voulue.
On en de´duit le re´sultat suivant.
Corollaire 2.2. Soient π : X → Y un morphisme lisse entre deux varie´te´s lisses, et L un
fibre´ en droites sur X. Soit p ≥ 1 un entier tel que
H0(X, T⊗pX ⊗ L) 6= 0.
Alors il existe un entier i ∈ {0, . . . , p} tel que
H0(X, T⊗iX/Y ⊗ (π
∗TY )
⊗p−i ⊗ L) 6= 0.
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De´monstration. On a la suite exacte suivante
0→ TX/Y → TX → π
∗TY → 0.
Par conse´quent d’apre`s le lemme 2.1 il existe une filtration de T⊗pX ⊗ L
T⊗pX ⊗ L = F
0 ⊃ F 1 ⊃ · · · ⊃ Fm ⊃ Fm+1 = 0
ve´rifiant que pour tout l ∈ {0, . . . , m} il existe i ∈ {0, · · ·p} tel que F l/F l+1 ∼= T⊗iX/Y ⊗
(π∗TY )
⊗p−i ⊗ L. Or on a H0(X,F 0) 6= 0, donc il existe un entier l ∈ {0, . . . , m} tel que
H0(X,F l/F l+1) 6= 0, ce qui donne le re´sultat.
Il sera inte´ressant par la suite de connaˆıtre les conditions sur des entiers n, p, k pour
que le fibre´ vectoriel T⊗p
Pn
(−k) ait des sections globales non nulles. Les voici :
Lemme 2.3. Soient n, p, k trois entiers, avec n ≥ 1 et p ≥ 1. Alors
H0(Pn, T⊗p
Pn
(−k)) 6= 0 ⇐⇒ k ≤
p(n+ 1)
n
De´monstration. Supposons que k ≤ p(n+1)
n
et conside´rons la division euclidienne de p par
n : p = nq + r, avec q ≥ 0 et 0 ≤ r < n. On a
H0(Pn, T⊗p
Pn
(−k)) = H0(Pn, [T⊗n
Pn
(−n− 1)]⊗q ⊗ T⊗r
Pn
(−l)) avec l = k − q(n+ 1).
Il existe un morphisme injectif
OPn(n+ 1) ∼= det(TPn) →֒ T
⊗n
Pn
,
ce qui permet d’affirmer que H0(Pn, [T⊗n
Pn
(−n− 1)]⊗q) 6= 0.
De plus l = k − q(n + 1) ≤ p(n+1)
n
− q(n + 1) = r + r
n
, avec r < n, donc l ≤ r. Comme
le fibre´ TPn(−1) a des sections non nulles on a donc
H0(Pn, T⊗r
Pn
(−l)) = H0(Pn, [TPn(−1)]
⊗r(r − l)) 6= 0,
et on obtient avec ce qui pre´ce`de que H0(Pn, T⊗p
Pn
(−k)) 6= 0.
Re´ciproquement, supposons que H0(Pn, T⊗p
Pn
(−k)) 6= 0. Le fibre´ T⊗p
Pn
(−k) est semi-
stable d’apre`s [HL97, Lemma 1.4.5] et [HL97, Theorem 3.1.4] . Pour qu’il admette une
section non nulle, il est donc ne´cessaire qu’il ait une pente positive ou nulle. On rappelle
que la pente d’un faisceau sans torsion F , relativement a` un fibre´ en droites ample L, est
de´finie par
µ(F) :=
c1(F) · c1(L)
n−1
rg(F)
.
On a donc finalement
µ(T⊗p
Pn
(−k)) = p
(
n+ 1
n
)
− k ≥ 0.
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On termine cette section par un lemme technique sur les fibre´s projectifs sur P1. Il sera
utilise´ a` plusieurs reprises pour de´montrer les the´ore`mes 1.1 et 1.2.
Lemme 2.4. Soient E un fibre´ vectoriel ample de rang r + 1 ≥ 2 sur P1, et N un fibre´
en droites nef sur P1. On note π : X = P(E) → P1 le fibre´ projectif associe´ a` E. Soit
T := OP1(α0) ⊕ · · · ⊕ OP1(αm) avec des entiers 2 ≥ α0 ≥ . . . ≥ αm. E´tant donne´s deux
entiers p, q ∈ N, avec p ≥ 1, on suppose qu’il existe un entier i ∈ {0, . . . , p} tel que
H0(X, T⊗iX/P1 ⊗ π
∗T⊗p−i ⊗OP(E)(−p− q)⊗ π
∗N−1) 6= 0
Alors E = OP1(1)⊕OP1(1), p = 2i, q = 0, et N = OP1. En particulier X ∼= P
1 × P1.
De´monstration. Notons d’abord que l’hypothe`se entraˆıne en se restreignant a` une fibre
ge´ne´rale f de π que
H0(f, T⊗if ⊗OP(E)(−p− q)|f) 6= 0.
Comme f ∼= Pr et OP(E)(−p− q)|f ∼= OPr(−p− q), on en de´duit que i ≥
r
r+1
(p+ q) d’apre`s
le lemme 2.3. En particulier on notera que 2i ≥ p.
Comme E et N sont respectivement ample et nef on peut e´crire E = OP1(a0)⊕ · · · ⊕
OP1(ar) avec 1 ≤ a0 ≤ · · · ≤ ar, et N = OP1(n) avec n ≥ 0. Le morphisme surjectif de
faisceaux E → OP1(ar) donne lieu a` une section σ de la projection naturelle π : X → P
1
telle que σ∗OP(E)(1) ∼= OP1(ar). Notons ℓ l’image de P
1 par cette section. On a la suite
exacte
0→ OX(1)⊗ Iℓ → OX(1)→ OX(1)|ℓ → 0.
En appliquant π∗ a` cette suite exacte on obtient
0→ π∗[OX(1)⊗ Iℓ]→ E = OP1(a0)⊕ · · · ⊕ OP1(ar)→ OP1(ar)→ 0,
donc π∗[OX(1)⊗ Iℓ] ∼= OP1(a0)⊕ · · · ⊕ OP1(ar−1). Par ailleurs l’application naturelle
π∗π∗[OX(1)⊗ Iℓ]→ OX(1)⊗ Iℓ
est surjective, et induit en restriction a` la courbe ℓ un isomorphisme
(π∗π∗[OX(1)⊗ Iℓ])|ℓ ∼= OP1(a0)⊕ · · · ⊕ OP1(ar−1)
∼
→ (OX(1)⊗ Iℓ)|ℓ.
On en de´duit que
Nℓ/X ∼= (Iℓ/I
2
ℓ )
∗ ∼= (Iℓ|ℓ)
∗ ∼= OX(1)|ℓ ⊗ [OP1(a0)⊕ · · · ⊕ OP1(ar−1)]
∗,
d’ou` Nℓ/X ∼= OP1(ar − a0)⊕ · · · ⊕ OP1(ar − ar−1).
On voit en particulier que la courbe rationnelle ℓ est libre : ses de´formations recouvrent
la varie´te´ X . On a donc
H0(ℓ, (T⊗iX/P1 ⊗ π
∗T⊗p−i ⊗OP(E)(−p− q)⊗ π
∗N−1)|ℓ) 6= 0. (1)
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Comme ℓ ∼= P1 est une section de π : X → P1, on a
(TX/P1)|ℓ ∼= Nℓ/X ∼= OP1(ar − a0)⊕ · · · ⊕ OP1(ar − ar−1).
Par ailleurs on a π∗T |ℓ ∼= OP1(α0)⊕· · ·⊕OP1(αm),OP(E)(1)|ℓ ∼= OP1(ar), et π
∗N |ℓ ∼= OP1(n).
La non-annulation (1) entraˆıne donc que
(ar − a0)i+ α0(p− i) + ar(−p− q)− n ≥ 0,
et comme α0 ≤ 2 on a
(ar − a0)i+ 2(p− i) + ar(−p− q)− n ≥ 0, (2)
d’ou`
(ar − a0)i+ 2(p− i)− arp ≥ 0.
On en de´duit d’une part que i < p, car
2(p− i) ≥ arp− (ar − a0)i = ar(p− i) + a0i > 0,
et d’autre part que (ar − a0)i− (ar − 1)p ≥ 0, car 2i ≥ p.
Comme a0 ≥ 1 on a donc
(ar − 1)(i− p) ≥ (ar − a0)i− (ar − 1)p ≥ 0,
d’ou` ar − 1 ≤ 0 puisque i− p < 0. On a donc
a0 = a1 = · · · = ar = 1.
En tenant compte de cette information, l’ine´galite´ (2) donne alors
p = 2i et q = n = 0.
Par ailleurs comme i ≥ r
r+1
(p + q), on doit avoir r = 1. Finalement on a N = OP1 et
E = OP1(1)⊕OP1(1).
3 Deux the´ore`mes d’annulation
Dans cette section on montre deux the´ore`mes d’annulation : l’un concerne le fibre´
tangent relatif des fibre´s projectifs sur une courbe, et l’autre le fibre´ tangent relatif des
fibre´s en quadriques sur une courbe. Par fibre´ en quadriques on entend un morphisme plat
et projectif entre deux varie´te´s quasi-projectives, et dont toutes les fibres sont isomorphes
a` des quadriques irre´ductibles et re´duites (mais pas ne´cessairement lisses).
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The´ore`me 3.1. Soit C une courbe projective lisse et connexe, E un fibre´ vectoriel ample
sur C de rang r + 1 ≥ 2. Soit π : X = P(E) → C le fibre´ projectif associe´ a` E et G un
fibre´ vectoriel nef sur X. Alors
∀p ≥ 1 , H0(X, T⊗pX/C ⊗OP(E)(−p)⊗G
∗) = 0
De´monstration. D’apre`s [CF90], il existe une courbe projective lisse et connexe C˜, un
morphisme fini f : C˜ → C, un fibre´ en droites M˜ ample sur C˜ et un entier s ≥ 1 tel que
f ∗E soit un quotient de M˜⊕s. Quitte a` faire le changement de base C˜ → C on peut donc
supposer qu’il existe un fibre´ en droites M ample sur C tel que E ⊗M−1 soit engendre´
par ses sections globales.
On en de´duit que le fibre´ en droites N := OP(E)(1)⊗ π
∗M−1 est lui aussi engendre´ par
ses sections globales. Conside´rons Z ∈ |N | un e´le´ment ge´ne´ral du syste`me line´aire sans
point base |N |. Il suffira pour obtenir le re´sultat de montrer que
H0(Z, (T⊗pX/C ⊗OP(E)(−p)⊗G
∗)|Z) = 0.
Proce`dons par re´currence sur r. Dans le cas ou` r = 1, Z est une section de π : X =
P(E)→ C, donc (TX/C)|Z ∼= NZ/X ∼= N |Z . Si πZ de´signe la restriction de π a` Z on a donc
H0(Z, (T⊗pX/C ⊗OP(E)(−p)⊗G
∗)|Z) = H
0(Z, (π∗ZM
p ⊗G|Z)
∗) = 0,
car π∗ZM
p ⊗G|Z est ample.
Si r ≥ 2, on a pour une fibre ge´ne´rale f de π :
(Z ∩ f,OP(E)(1)|Z∩f) ∼= (P
r−1,OPr−1(1)),
donc d’apre`s [Fu75, Corollary 5.4] il existe un fibre´ vectoriel F de rang r sur C tel que
(Z,OP(E)(1)|Z) ∼= (P(F ),OP(F )(1)).
De plus on a la suite exacte suivante
0→ TZ/C → (TX/C)|Z → NZ/X ∼= N |Z → 0.
D’apre`s le lemme 2.1 il suffira donc de montrer que pour tout i ∈ {0, . . . , p} on a
H0(Z, T⊗iZ/C ⊗N |
⊗p−i
Z ⊗OP(F )(−p)⊗G
∗)|Z) = 0.
ou encore
H0(Z, T⊗iZ/C ⊗OP(F )(−i)⊗ (π
∗
ZM
p−i ⊗G|Z)
∗) = 0.
Si i ≥ 1, le re´sultat est donne´ par l’hypothe`se de re´currence, car π∗ZM
p−i ⊗G|Z est un
fibre´ vectoriel nef sur Z.
Si i = 0, on a encore
H0(Z, (π∗ZM
p ⊗G|Z)
∗) = 0,
car pour toute courbe irre´ductible C ′ ⊂ Z non contracte´e par πZ , la restriction de π
∗
ZM
p⊗
G|Z a` C
′ est ample.
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Introduisons quelques notations. Soit X une varie´te´ normale et F un faisceau sans
torsion sur X . Soient X ′ ⊂ X le plus grand ouvert sur lequel F est localement libre, et
i : X ′ →֒ X l’inclusion. Pour tout entier p ≥ 1 on notera F [⊗p] := i∗[(F|X′)
⊗p]. Pour un
morphisme de varie´te´s π : X → Y on notera TX/Y := (Ω
1
X/Y )
∗.
The´ore`me 3.2. Soient X une varie´te´ projective normale, C une courbe projective lisse
et connexe, et π : X → C un fibre´ en quadriques de dimension r ≥ 1. Soient L un fibre´
en droites ample sur X tel que pour toute fibre f ∼= Qr de π on ait L|f ∼= OQr(1) et G un
fibre´ vectoriel nef sur X. On a alors
∀p ≥ 1 , H0(X, T
[⊗p]
X/C ⊗ L
−p ⊗G∗) = 0
De´monstration. La de´monstration est analogue a` celle du the´ore`me 3.1.
On note X ′ l’ouvert de X ou` le morphisme π est lisse. On remarque pour commencer
que comme les fibres de π sont des quadriques irre´ductibles et re´duites, le lieu singulier
X \ X ′ de π est de codimension au moins 2 dans X . De plus (TX/C)|X′ = TX′/C e´tant
localement libre, on a (T
[⊗p]
X/C)|X′ = T
⊗p
X′/C , donc il suffira de montrer que
H0(X ′, T⊗pX′/C ⊗ L|
−p
X′ ⊗G|
∗
X′) = 0.
Comme h0(f, L|f) = h
0(Qr,OQr(1)) = r + 2 pour toute fibre f de π, le faisceau
E := π∗L est localement libre de rang r + 2. De plus il existe un plongement de X dans
P(E) au dessus de C :
X
π
?
??
??
??
?
ι // P(E)
||zz
zz
zz
zz
C
On identifie dans la suite X avec son image ι(X). On a alors OP(E)(1)|X ∼= L, et pour une
fibre f ′ ∼= Pr+1 de la projection P(E)→ C on a X ∩ f ′ ∼= Qr.
Soit f : C˜ → C un morphisme fini, avec C˜ une courbe projective lisse et connexe. On
conside`re le changement de base
P(f ∗E)

g
// P(E)

C˜
f
// C
On note X˜ := g−1(X), et π˜ : X˜ → C˜ la restriction de la projection P(f ∗E)→ C˜. Alors π˜
est un fibre´ en quadriques, et la varie´te´ X˜ est normale d’apre`s [Ha77, Proposition II.8.23] :
en effet, c’est une hypersurface dans la varie´te´ lisse P(f ∗E), et elle est lisse en codimension
1.
Graˆce a` [CF90], on peut donc supposer, quitte a` faire un changement de base, qu’il
existe un fibre´ en droites M ample sur C tel que E ⊗M−1 soit engendre´ par ses sections
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globales. Le fibre´ en droites N := L⊗π∗M−1 est alors engendre´ par ses sections globales, et
on conside`re Z ∈ |N | un e´le´ment ge´ne´ral. On pose Z ′ := Z ∩X ′. Il suffira pour de´montrer
le re´sultat de voir que
H0(Z ′, (T⊗pX′/C ⊗ L|
−p
X′ ⊗G|
∗
X′)|Z′) = 0.
On proce`de par re´currence sur r. Dans le cas ou` r = 1, les fibres de π sont des
coniques irre´ductibles et re´duites, donc sont lisses. On a donc X = X ′, et Z = Z ′. De
plus (TX/C)|Z ∼= NZ/X ∼= N |Z , donc si πZ de´signe la restriction de π a` Z on a
H0(Z, (T⊗pX/C ⊗OP(E)(−p)⊗G
∗)|Z) = H
0(Z, (π∗ZM
p ⊗G|Z)
∗) = 0,
car π∗ZM
p ⊗G|Z est ample.
Si r ≥ 2, on a la suite exacte suivante
0→ TZ′/C → (TX′/C)|Z′ → NZ′/X′ ∼= N |Z′ → 0.
D’apre`s le lemme 2.1 il suffira donc de montrer que pour tout i ∈ {0, . . . , p} on a
H0(Z ′, T⊗iZ′/C ⊗N |
⊗p−i
Z′ ⊗ L
−p ⊗G∗)|Z′) = 0.
ou encore
H0(Z ′, T⊗iZ′/C ⊗ L
−i ⊗ (π∗ZM
p−i ⊗G|Z)|
∗
Z′) = 0.
Or on a pour une fibre F de π :
(Z ∩ F, L|Z∩F ) ∼= (Qr−1,OQr−1(1)),
donc le morphisme πZ : Z → C satisfait les hypothe`ses du lemme. Le re´sultat est donc
donne´ par l’hypothe`se de re´currence si i ≥ 1, car π∗ZM
p−i ⊗G|Z est un fibre´ vectoriel nef
sur Z.
Si i = 0, on a
H0(Z ′, (π∗ZM
p ⊗G|Z)|
∗
Z′) = H
0(Z, (π∗ZM
p ⊗G|Z)
∗)
car codim(Z \ Z ′) ≥ 2. De plus pour toute courbe irre´ductible C ′ ⊂ Z non contracte´e
par πZ , la restriction de π
∗
ZM
p ⊗G|Z a` C
′ est ample, donc le terme de droite de l’e´galite´
ci-dessus est nul.
4 De´monstration des re´sultats
Dans cette section on donne la de´monstration des the´ore`mes 1.1 et 1.2. L’un des outils
majeurs dans cette de´monstration est une ge´ne´ralisation du the´ore`me de Miyaoka ([Mi87,
Corollary 8.6]), qui fait l’objet de la prochaine sous-section.
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4.1 Une ge´ne´ralisation du the´ore`me de Miyaoka
Rappelons d’abord une de´finition. Soit H un diviseur ample sur une varie´te´ projective
normaleX de dimension n ≥ 1. On appelle courbe ge´ne´rale au sens de Mehta-Ramanathan,
ou encore courbe MR-ge´ne´rale (relativement a` H), toute courbe de la forme C = H1∩· · ·∩
Hn−1, ou` les Hi ∈ |miH| sont ge´ne´raux, et les mi sont des entiers arbitrairement grands.
On remarque que si X0 ⊂ X est un ouvert dont le comple´mentaire est de codimension au
moins 2, alors une courbe MR-ge´ne´rale est contenue dans X0.
Proposition 4.1. Soient X une varie´te´ projective lisse de dimension n ≥ 1, X0 ⊂ X
un ouvert dont le comple´mentaire est de codimension au moins 2, Y0 une varie´te´ lisse de
dimension m ≥ 1, et f : X0 → Y0 un morphisme e´quidimensionnel propre et dominant.
On suppose que pour toute courbe MR-ge´ne´rale C ⊂ X0 (relativement a` un diviseur ample
donne´ H sur X), le fibre´ vectoriel f ∗Ω1Y0 |C n’est pas nef. Alors toute compactification
projective de Y0 est unire´gle´e.
De´monstration. Soient m1, . . .mn−1 des entiers ≥ 1, et pour tout i ∈ {1, . . . , n − 1}, soit
Hi ∈ |miH|. On pose Z = H1∩· · ·∩Hn−m, Z0 = X0∩Z, et on note i : Z0 →֒ Z l’inclusion,
et g : Z0 → Y0 la restriction de f a` Z0.
Pour mi assez grand, et Hi ∈ |miH| assez ge´ne´raux, la varie´te´ Z est lisse, le mor-
phisme g : Z0 → Y0 est fini, et C := H1 ∩ · · · ∩ Hn−1 ⊂ Z0 est une courbe MR-ge´ne´rale.
Par hypothe`se g∗Ω1Y0 |C n’est pas nef, il existe donc un sous-faisceau de g
∗TY0 |C de degre´
strictement positif. On note F := i∗g
∗TY0 . Ce faisceau est re´flexif d’apre`s [Ha82, Corol-
lary 7.1], et sa restriction a` C contient un sous-faisceau de pente strictement positive. On
en de´duit que le premier terme E := HN1(F) de la filtration de Harder-Narasimhan de
F est de pente strictement positive. On rappelle en effet que puisque C est une courbe
MR-ge´ne´rale, on a HN1(F|C) = HN1(F)|C graˆce au the´ore`me de Mehta-Ramanathan
([MR82, Theorem 6.1]). Ceci entraˆıne graˆce aux propositions [KSCT07, Proposition 29]
et [KSCT07, Proposition 30] que le faisceau E , ainsi que le faisceau E ⊗ E ⊗ (F/E)∗, sont
amples en restriction a` C.
Soient K une cloˆture galoisienne du corps de fonctions K(Z0) sur K(Y0), h : T → Z
la normalisation de Z dans K, et T0 := h
−1(Z0). Notons que comme h est fini, on a
codim(T \ T0) ≥ 2, et le diviseur h
∗H est ample. Soit F ′ := (h∗F)∗∗. Ce faisceau re´flexif
contient (h∗E)∗∗ qui est de pente strictement positive (relativement a` h∗H), donc HN1(F
′)
est aussi de pente strictement positive. Quitte a` remplacer Z et Z0 par T et T0, g par h|T0 ,
F et H par F ′ et h∗H , on peut donc supposer que K(Z0) ⊃ K(Y0) est une extension
galoisienne de groupe de Galois G.
Par unicite´ de la filtration de Harder-Narasimhan, le faisceau E est alors invariant sous
l’action de G, donc quitte a` remplacer Z0 par un autre ouvert dont le comple´mentaire est
de codimension au moins 2 dans Z, on peut supposer qu’il existe un sous-faisceau G de
TY0 tel que E = i∗g
∗G.
Montrons maintenant que G est un feuilletage, c’est a` dire qu’il est stable par crochet
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de Lie. Il suffit pour cela de montrer que le tenseur d’O’Neill associe´
G ⊗ G → TY0/G
est identiquement nul. Or la restriction a` C du faisceau E ⊗ E ⊗ (F/E)∗ est ample, donc
la restriction a` g(C) du faisceau
Hom(G ⊗ G, TY0/G)
∼= (G ⊗ G)∗ ⊗ TY0/G
est anti-ample. De plus les de´formations de g(C) recouvrent la varie´te´ Y0, par conse´quent
on a Hom(G ⊗ G, TY0/G) = 0. On en conclut que G est un feuilletage.
On a finalement un feuilletage G ⊂ TY0 qui est ample en restriction a` g(C) : on peut
e´tendre ce feuilletage a` une compactification projective Y de Y0, et le the´ore`me [KSCT07,
Theorem 1] entraˆıne alors que par un point ge´ne´ral de g(C) il passe une courbe rationnelle.
Ceci de´montre que Y est unire´gle´e.
4.2 De´monstration du the´ore`me 1.2
De´monstration du the´ore`me 1.2. On proce`de par re´currence sur n. Si n = 1, on voit faci-
lement que X ∼= P1 et L ∼= OP1(1).
Si n ≥ 2, X est unire´gle´e d’apre`s [Mi87, Corollary 8.6]. Soit H ⊂ RatCurvesn(X) une
famille couvrante minimale de courbes rationnelles sur X . Soit [g] ∈ H un e´le´ment ge´ne´ral,
on peut alors e´crire g∗TX ∼= OP1(2)⊕OP1(1)
⊕d ⊕O⊕d
′
P1
avec d, d′ ≥ 0. Par ailleurs L e´tant
ample on a g∗L ∼= OP1(l) avec l ≥ 1. Comme H
0(X, T⊗pX ⊗ L
−k) 6= 0 on a 2p − lk ≥ 0,
on en de´duit que l = 1 car k > p par hypothe`se. Par conse´quent g∗L ∼= OP1(1), et H est
comple`te.
La premie`re e´tape consiste a` montrer que X a un nombre de Picard ρ(X) e´gal a` 1.
Supposons par l’absurde que ρ(X) ≥ 2. On conside`re π0 : X0 → Y0 le quotient H-rc de X ,
ou` X0 est un ouvert dense de X . On a alors dim Y0 ≥ 1 d’apre`s [Ko96, IV.3.13.3]. Quitte
a` remplacer Y0 par un ouvert plus petit, on peut supposer que Y0 et π0 sont lisses.
Le corollaire 2.2 entraˆıne l’existence d’un entier i ∈ {0, . . . , p} tel que
H0(X0, T
⊗i
X0/Y0
⊗ (π∗0TY0)
⊗p−i ⊗ L|−kX0) 6= 0. (3)
En restriction a` une fibre f de π0 on obtient donc :
H0(f, T⊗if ⊗ L|
−k
f ) 6= 0
On remarque d’abord que ceci implique que i ≥ 1. De plus, comme dimY0 ≥ 1 on a
d := dim f < n, donc l’hypothe`se de re´currence entraˆıne que f ∼= Pd et L|f ∼= OPd(1). Si
E = π0∗(L|X0) on a X0
∼= P(E) et L|X0
∼= OP(E)(1). De plus d’apre`s [ADK08, Theorem
2.6] on peut supposer que codim(X \X0) ≥ 2 puisque la famille H est comple`te.
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Soit Y une compactification projective de Y0. Montrons par l’absurde que Y est unire´gle´e.
Si ce n’est pas le cas, alors la proposition 4.1 entraˆıne que pour une courbe MR-ge´ne´rale
C ⊂ X0, le fibre´ vectoriel π
∗
0Ω
1
Y0
|C est nef. Soient φ : C → Y0 la restriction de π0 a` C, et
EC := φ
∗E. On conside`re le changement de base
P(EC)
πC

ψ
// X0
π0

C
φ
// Y0
Le fibre´ vectoriel sur P(EC)
G := (ψ∗π∗0Ω
1
Y0
)⊗p−i ⊗ ψ∗(L|X0)
k−i
est nef (en fait il est meˆme ample) car ψ∗π∗0Ω
1
Y0
est nef et ψ∗(L|X0) est ample. Par ailleurs
graˆce a` la non-annulation (3) on a
H0(P(EC), ψ
∗(T⊗iX0/Y0 ⊗ (π
∗
0TY0)
⊗p−i ⊗ L|−kX0)) 6= 0.
d’ou`
H0(P(EC), T
⊗i
P(EC)/C
⊗OP(EC)(−i)⊗G
∗) 6= 0.
On obtient donc une contradiction avec le the´ore`me 3.1.
La varie´te´ Y est donc unire´gle´e. Soit H ′ ⊂ RatCurvesn(Y ) une famille couvrante
minimale de courbes rationnelles sur Y . Comme π0 est une fibration en P
d, on peut trouver
sur X une famille couvrante de courbes rationnelles H ′′ ⊂ RatCurvesn(X) telle que pour
une courbe ge´ne´rale ℓ ∈ H ′′ la courbe π0(ℓ ∩X0) soit un e´le´ment de la famille H
′. De plus
comme codim(X \X0) ≥ 2 on a ℓ ⊂ X0 pour ℓ ∈ H
′′ ge´ne´rale, donc une courbe ge´ne´rale
de la famille H ′ est entie`rement contenue dans Y0.
Soit [h] ∈ H ′ un e´le´ment ge´ne´ral, on peut alors e´crire h∗TY0
∼= OP1(2)⊕OP1(1)
⊕e⊕O⊕e
′
P1
avec e, e′ ≥ 0. Notons Z := P(h∗E), on conside`re le changement de base suivant.
Z
ρ

// X0
π0

P
1 h // Y0
Comme [h] ∈ H ′ est un e´le´ment ge´ne´ral, on de´duit de (3) que
H0(Z, T⊗iZ/P1 ⊗ ρ
∗(h∗TY0)
⊗p−i ⊗OP(h∗E)(−k)) 6= 0.
Enfin en appliquant le lemme 2.4 on obtient k = p, ce qui contredit nos hypothe`ses.
On a donc ρ(X) = 1. D’apre`s [ADK08, Lemma 6.2], TX contient un sous-faisceau sans
torsion E tel que µ(E) ≥ µ(L
k)
p
. Pour un e´le´ment ge´ne´ral [g] ∈ H on a donc
deg(g∗E)
rg(E)
≥
deg(Lk)
p
=
k
p
> 1
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Comme g∗E est un sous-faisceau de g∗TX ∼= OP1(2) ⊕ OP1(1)
⊕d ⊕ O⊕d
′
P1
on en de´duit que
g∗E est ample. D’apre`s [ADK08, Proposition 2.7], le quotient H-rc π0 : X0 → Y0 de X est
donc un fibre´ en Pn pour un entier n ≥ 1, d’ou` X ∼= Pn puisque ρ(X) = 1. Enfin on en
de´duit facilement que L ∼= OPn(1).
4.3 De´monstration du the´ore`me 1.1
La premie`re e´tape consiste a` montrer que sous les hypothe`ses du the´ore`me 1.1, une
famille couvrante minimale de courbes rationnelles sur X est comple`te.
Proposition 4.2. Soient X une varie´te´ projective lisse de dimension ≥ 2, L un fibre´ en
droites ample sur X. On suppose qu’il existe un entier p ≥ 1 tel que H0(X, T⊗pX ⊗L
−p) 6= 0.
Si H ⊂ RatCurvesn(X) est une famille couvrante minimale de courbes rationnelles sur X,
alors L est de degre´ 1 sur les courbes de H, et en particulier H est comple`te.
De´monstration. Soit ℓ ∈ H un e´le´ment ge´ne´ral et ℓ˜ ∼= P1 sa normalise´e. On a alors
TX |ℓ˜
∼= Tℓ˜ ⊕ OP1(1)
⊕d ⊕ O⊕d
′
P1
pour des entiers d, d′ ≥ 0, avec Tℓ˜
∼= OP1(2). Comme
H0(ℓ˜, (TX |ℓ˜)
⊗p ⊗ (L|ℓ˜)
−p) 6= 0, on a un morphisme non nul de faisceaux :
α : (L|ℓ˜)
p → (TX |ℓ˜)
⊗p.
Comme (TX |ℓ˜)
⊗p ∼= OP1(2p)⊕
⊕
iOP1(ai) avec des entiers ai < 2p, le degre´ de (L|ℓ˜)
p est
infe´rieur ou e´gal a` 2p. De plus L est ample, deux cas peuvent donc se pre´senter : soit
L|ℓ˜
∼= OP1(1) (auquel cas H est comple`te), soit L|ℓ˜
∼= OP1(2).
On va montrer que le deuxie`me cas est exclu : supposons par l’absurde que L|ℓ˜
∼=
OP1(2). On a alors pour x ∈ ℓ˜ ge´ne´ral Imαx ∼= T
⊗p
ℓ˜,x
, et on en de´duit en particulier
que Tℓ˜,x ne de´pend pas de la courbe ge´ne´rale ℓ˜ passant par x. On conside`re πU : U →
H la famille universelle associe´e a` H , et ηU : U → X le morphisme naturel. On a un
morphisme de faisceaux η∗UΩ
1
X → Ω
1
U induit par la diffe´rentielle de ηU , qui compose´ avec la
surjection Ω1U → Ω
1
U/H donne un morphisme η
∗
UΩ
1
X → Ω
1
U/H . Comme Hom(η
∗
UΩ
1
X ,Ω
1
U/H)
∼=
Hom(Ω1X , ηU∗Ω
1
U/H) on a donc un morphisme
ϕ : Ω1X → ηU∗Ω
1
U/H .
Notons F l’image de ce morphisme. Soit x ∈ X un point ge´ne´ral, on note Ux := η
−1
U
(x).
On a alors un isomorphisme
ηU∗Ω
1
U/H ⊗ k(x)
∼= H0(Ux,Ω
1
U/H |Ux).
Si ω ∈ Ω1X ⊗ k(x) alors l’image de ω par ϕx : Ω
1
X ⊗ k(x) → H
0(Ux,Ω
1
U/H |Ux) s’identifie a`
l’application qui a` u ∈ Ux associe (ω ◦ duηU)|TU/H⊗k(u). Or duηU(TU/H ⊗ k(u))
∼= Tℓ˜ ⊗ k(x)
est engendre´ par un vecteur vx qui ne de´pend pas de la courbe ge´ne´rale ℓ˜ passant par x.
On a donc
ϕx(ω) = 0 ⇔ ω(vx) = 0,
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ce qui entraˆıne en particulier que le faisceau F est de rang 1. Si G est la saturation du
faisceau F∗ dans TX , alors G est de rang 1, et il est re´flexif, c’est donc un faisceau inversible
d’apre`s [Ha82, Proposition 1.9].
On a construit de cette manie`re un feuilletage en courbes Ω1X → G
−1 sur X dont
les feuilles sont les courbes de la famille H et tel que Lp ⊂ Gp ⊂ T⊗pX . De plus on a
G·ℓ˜ = L·ℓ˜ = 2 : en effet on a d’une partG·ℓ˜ ≤ 2 carG|ℓ˜ →֒ TX |ℓ˜
∼= OP1(2)⊕OP1(1)
⊕d⊕O⊕d
′
P1
,
et d’autre part Gp · ℓ˜ ≥ Lp · ℓ˜ = 2p.
Le but de ce qui suit est d’obtenir une contradiction en se ramenant au cas d’une
surface lisse. On rappelle qu’on a le diagramme commutatif suivant (voir [Ko96, II.2] ) :
P
1 ×Homnbir(P
1, X)
µ
**
U
//

Univrc(X) η
//
π

X
Homnbir(P
1, X) u
// RatCurvesn(X)
(4)
Soit T la normalise´e d’une courbe irre´ductible contenue dans u−1(H) et non contracte´e
par u, et soit C une compactification projective lisse de T . On peut choisir la courbe C
de sorte que g(C) ≥ 1. Le morphisme µ induit une application rationnelle
P
1 × C
ϕ
//___ X × C .
On note S ⊂ X × C l’adhe´rence de l’image de ϕ, p : X × C → X et q : X × C → C les
deux projections. Par construction de G, si ℓ˜ est la normalisation d’une courbe ge´ne´rale
ℓ ∈ H l’application compose´e
Iℓ˜/I
2
ℓ˜
→ Ω1X |ℓ˜ → G
−1|ℓ˜
est identiquement nulle. L’application compose´e
IS/I
2
S → Ω
1
X×C |S
∼= p∗Ω1X |S ⊕ q
∗Ω1C |S → p
∗Ω1X |S → p
∗G−1|S
est donc nulle sur un ouvert dense de S, et comme le faisceau p∗G−1|S est sans torsion,
elle est identiquement nulle. Il existe donc une factorisation
Ω1X×C |S //
##G
GG
GG
GG
GG
p∗G−1|S
Ω1S
;;wwwwwwwww
On obtient un feuilletage en courbes Ω1S → G
−1
S := p
∗G−1|S sur la surface S. On notera
dans la suite LS := p
∗L|S. Comme L est ample et p|S est ge´ne´riquement fini, LS est nef
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et grand. On remarque de plus que l’on a LpS ⊂ G
p
S. Si f est une fibre ge´ne´rale de q|S, la
restriction de p a` f est birationnelle sur son image, que l’on note C, et on a
LS · f = (p
∗L|S) · f = L · C = 2.
On a donc e´galement GS · f = 2.
Soit n : S ′ → S la normalisation de S. D’apre`s [Dr04, Lemme 1.2] il existe un unique
feuilletage Ω1S′ → n
∗G−1S sur S
′ qui e´tend n∗Ω1S → n
∗G−1S .
Soit d : S¯ → S ′ une de´singularisation minimale de S ′. D’apre`s [BW74, Proposition
1.2], on a un isomorphisme naturel d∗TS¯→˜(Ω
1
S′)
∗, donc il existe un unique feuilletage
Ω1
S¯
→ d∗n∗G−1S sur S¯ qui e´tend d
∗Ω1S′ → d
∗n∗G−1S . Notons GS¯ := d
∗n∗GS, LS¯ := d
∗n∗LS,
pS¯ := p◦n◦d : S¯ → X et qS¯ := q ◦n◦d : S¯ → C. Le morphisme n◦d e´tant ge´ne´riquement
fini, le fibre´ LS¯ est encore nef et grand.
En re´sume´, on a obtenu un feuilletage Ω1
S¯
→ G−1
S¯
sur la surface lisse S¯, et un fibre´ en
droites nef et grand LS¯ tels que L
p
S¯
⊂ Gp
S¯
. On a donc
H0(S¯, T⊗p
S¯
⊗ L−p
S¯
) 6= 0.
De plus pour f ∼= P1 une fibre ge´ne´rale de qS¯ on a LS¯ · f = GS¯ · f = 2.
Supposons que S¯ n’est pas minimale, et conside`rons ε : S¯ → S1 la contraction d’une
(−1)-courbe. La (−1)-courbe contracte´e ne domine pas C car g(C) ≥ 1, elle est donc
contenue dans une fibre de qS¯, et on a une factorisation :
S¯
ε //
qS¯
?
??
??
??
?
S1
q1
~~ ~
~~
~~
~
C
Il existe un fibre´ en droites L1 sur S1 et un entier k tel que LS¯ = ε
∗L1(−kE), ou`
l’on a note´ E le diviseur exceptionnel de ε. Si f est une fibre ge´ne´rique de q1, on a
L1 · f = 2. Comme LS¯ est nef, on a k ≥ 0, et L1 est nef. De plus comme LS¯ est grand on
a L2
S¯
= L21 − k
2 > 0, d’ou` L21 > 0, donc L1 est grand.
On a une injection TS¯ →֒ ε
∗TS1 donc
H0(S¯, ε∗T⊗pS1 ⊗ ε
∗L−p1 ⊗OS1(pkE)) 6= 0,
et comme ε∗OS¯(pkE) ∼= OS1 on en de´duit que
H0(S1, T
⊗p
S1
⊗ L−p1 ) 6= 0.
On peut donc supposer que S¯ est minimale, et que
H0(S¯, T⊗p
S¯
⊗ L−p
S¯
) 6= 0,
ce qui contredit la proposition (4.3) et termine la de´monstration.
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Proposition 4.3. Soit π : S → C une surface re´gle´e. On note f une fibre de π. Si L est
un fibre´ en droites nef et grand tel que L · f = 2, alors pour tout p ≥ 1
H0(S, T⊗pS ⊗ L
−p) = 0.
De´monstration. On suppose par l’absurde que H0(S, T⊗pS ⊗L
−p) 6= 0. D’apre`s le corollaire
2.2 il existe alors un entier i ∈ {0, . . . , p} tel que
H0(S, T⊗iS/C ⊗ (π
∗TC)
p−i ⊗ L−p) 6= 0. (5)
On e´crit S ∼= P(E), avec E un fibre´ vectoriel de rang 2 normalise´ (voir [Ha77, 2.8.1]).
On note e = deg(detE∗). Soit C0 l’image d’une section de π telle que OS(C0) ∼= OP(E)(1).
On a C20 = −e, et C0 · f = 1. Comme L · f = 2, on a L
∼= OP(E)(2)⊗π
∗A avec A ∈ Pic(C).
De plus L e´tant nef et grand on a L2 > 0, donc (2C0 + deg(A)f)
2 = 4(−e + deg(A)) > 0.
Par ailleurs d’apre`s [Ha77, Lemma V.2.10] on a TS/C ∼= OP(E)(2)⊗π
∗(detE∗), donc on
a d’apre`s (5)
H0(S,OP(E)(2i− 2p))⊗ π
∗(det(E)−i ⊗ T p−iC ⊗ A
−i)) 6= 0.
On en de´duit que 2i− 2p ≥ 0, d’ou` i = p. On a alors
H0(S, T⊗pS/C ⊗ L
−p) ∼= H0(S, π∗(det(E)−p ⊗A−p))
∼= H0(C, (det(E)⊗A)−p).
Or le faisceau (det(E)⊗A)−p est de degre´ −p(−e+ deg(A)) < 0, donc n’a pas de section
non nulle, et on a une contradiction.
On est maintenant en mesure de de´montrer le the´ore`me principal.
De´monstration du the´ore`me 1.1. On proce`de par re´currence sur n. Si n = 1, on voit faci-
lement que X ∼= P1 et que L ∼= OP1(1) ou L ∼= OP1(2).
Si n ≥ 2, X est unire´gle´e d’apre`s [Mi87, Corollary 8.6]. Soit H ⊂ RatCurvesn(X) une
famille couvrante minimale de courbes rationnelles sur X . D’apre`s la proposition 4.2, L
est de degre´ 1 sur les courbes de H , et H est comple`te.
Si ρ(X) = 1, le re´sultat est donne´ par [ADK08, Theorem 6.3]. On suppose donc ρ(X) ≥
2, le but de ce qui suit e´tant de de´montrer que X ∼= P1 × P1.
Conside´rons π0 : X0 → Y0 le quotient H-rc de X , on a dimY0 ≥ 1 d’apre`s [Ko96,
IV.3.13.3]. Quitte a` remplacer Y0 par un ouvert plus petit, on peut supposer que Y0 et π0
sont lisses. D’apre`s le corollaire 2.2 il existe i ∈ {0, . . . , p} tel que
H0(X0, T
⊗i
X0/Y0
⊗ (π∗0TY0)
⊗p−i ⊗ L|−pX0) 6= 0.
En restriction a` une fibre f de π0 on obtient donc :
H0(f, T⊗if ⊗ L|
−p
f ) 6= 0
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• Premier cas : i < p
Dans ce cas on a f ∼= Pd et L|f ∼= OPd(1) d’apre`s le the´ore`me 1.2. Si E = π0∗(L|X0)
on a alors X0 ∼= P(E) et L|X0
∼= OP(E)(1). De plus d’apre`s [ADK08, Theorem 2.6] on peut
supposer que codim(X \X0) ≥ 2 puisque la famille H est comple`te.
De meˆme que dans la de´monstration du the´ore`me 1.2 on peut voir que si Y est une
compactification projective de Y0, alors Y est unire´gle´e, et qu’il existe une famille couvrante
minimale de courbes rationnelles K sur Y telle qu’une courbe ge´ne´rale de la famille K
soit entie`rement contenue dans Y0. Si [g] ∈ K un e´le´ment ge´ne´ral, si Z := P(g
∗E), et si
ρ : Z → P1 est la projection naturelle on a
H0(Z, T⊗iZ/P1 ⊗ ρ
∗(g∗TY0)
⊗p−i ⊗OP(g∗E)(−p)) 6= 0.
Par conse´quent le lemme 2.4 entraˆıne que g∗E ∼= OP1(1)⊕OP1(1), et que Z ∼= P
1×P1. La
varie´te´ X admet donc une famille couvrante de courbes rationnelles H ′ ⊂ RatCurvesn(X)
dont un e´le´ment ge´ne´ral correspond a` une droite de Z ∼= P1×P1 non contracte´e par ρ. De
plus L|Z ∼= OP1×P1(1, 1) est de degre´ 1 sur les courbes de la famille H
′, donc cette famille
est comple`te.
Soit φ : X ′ → Y ′ le quotient (H,H’)-rc de X (voir [ADK08] pour la de´finition), ou`
X ′ est un ouvert dense de X . On peut supposer que Y ′ et φ sont lisses. Une nouvelle
application du corollaire 2.2 entraˆıne l’existence d’un entier j ∈ {0, . . . , p} tel que
H0(X ′, T⊗jX′/Y ′ ⊗ (φ
∗TY ′)
⊗p−j ⊗ L|−pX′ ) 6= 0.
Si f ′ est une fibre ge´ne´rale de φ on a donc
H0(f ′, T⊗jf ′ ⊗ L|
−p
f ′ ) 6= 0,
ce qui entraˆıne par hypothe`se de re´currence que soit f ′ ∼= Pd, soit f ′ ∼= Qd, pour un entier
d ≥ 2.
Supposons qu’on soit dans le premier cas : on peut appliquer encore une fois le rai-
sonnement ci-dessus pour montrer que X ′ ∼= P(E ′) pour un certain fibre´ vectoriel E ′, puis
qu’une compactification projective de Y ′ est unire´gle´e, et en se restreignant a` une courbe
rationnelle ge´ne´rale de Y ′ on voit que E ′ est de rang 2, ce qui est impossible puisque les
fibres de φ contiennent des sous-varie´te´s isomorphes a` P1 × P1.
On a donc f ′ ∼= Qd, et j = p d’apre`s le the´ore`me 1.2, d’ou`
H0(X ′, T⊗pX′/Y ′ ⊗ L|
−p
X′ ) 6= 0.
D’apre`s [ADK08, Lemma 2.2] on peut e´tendre φ en un morphisme e´quidimensionnel propre
et surjectif avec des fibres irre´ductibles et re´duites φ′′ : X ′′ → Y ′′, ou` X ′′ est un ouvert de
X dont le comple´mentaire est de codimension au moins 2.
Supposons que dimY ′′ ≥ 1. On conside`re alors la normalisation C d’une courbe
comple`te passant par un point ge´ne´ral de Y ′′, et on pose XC := X
′′ ×Y ′′ C. On note
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φC : XC → C la projection naturelle et LC le tire´ en arrie`re a` XC du fibre´ L. D’apre`s
[Fu75, Corollary 5.5], φC est un fibre´ en quadriques, or on a
H0(XC , T
[⊗p]
XC/C
⊗ L−pC ) 6= 0,
ce qui contredit la conclusion du the´ore`me 3.2. Y ′′ est donc re´duit a` un point, et on a
X = f ′ ∼= Qd. Enfin on a d = 2 puisque ρ(X) ≥ 2, d’ou` X ∼= P
1 × P1.
• Deuxie`me cas : i = p Montrons que ce cas est impossible. On a
H0(X0, T
⊗p
X0/Y0
⊗ L|−pX0) 6= 0
et
H0(f, T⊗pf ⊗ L|
−p
f ) 6= 0,
donc par hypothe`se de re´currence f ∼= Pd ou f ∼= Qd pour un entier d ≥ 1. De plus d’apre`s
la proposition 4.2 le cas ou` f ∼= P1 et L|f ∼= OP1(2) est exclu.
Dans le cas ou` f ∼= Pd, π0 : X0 → Y0 est un fibre´ projectif, et on peut supposer d’apre`s
[ADK08, Theorem 2.6] que codim(X \X0) ≥ 2. Notons C la normalisation d’une courbe
comple`te passant par un point ge´ne´ral de Y0, et XC := X0 ×Y0 C. Soient πC : XC → C
la projection naturelle et LC le tire´ en arrie`re a` XC du fibre´ L. Il existe alors un fibre´
vectoriel EC sur C tel que XC ∼= P(EC) et LC ∼= OP(EC)(1), et on a
H0(XC , T
⊗p
XC/C
⊗ L−pC ) 6= 0,
ce qui entre en contradiction avec le the´ore`me 3.1.
Dans le cas ou` f ∼= Qd, d’apre`s [ADK08, Lemma 2.2] on peut e´tendre π0 en un
morphisme e´quidimensionnel propre et surjectif avec des fibres irre´ductibles et re´duites
π′ : X ′ → Y ′, avec codim(X \X ′) ≥ 2.
Soit C la normalisation d’une courbe comple`te passant par un point ge´ne´ral de Y ′, et
soit XC := X
′ ×Y ′ C. On note πC : XC → C la projection naturelle, et LC est le tire´ en
arrie`re a` XC du fibre´ L. D’apre`s [Fu75, Corollary 5.5], πC est un fibre´ en quadriques, or
on a
H0(XC , T
[⊗p]
XC/C
⊗ L−pC ) 6= 0,
ce qui contredit cette fois encore le the´ore`me 3.2.
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